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1. INTRODUCTION 
Soit M une variete, munie d’un processus de Markov (X&s (dont les trajec- 
toires ne sont pas necessairement continues et dont on ne suppose realisee que la 
propriete de Markov faible). On notera B, ses tribus, E, l’esperance condition- 
nelle sachant que X,, = x, f une fonction mesurable positive sur M. Le but de 
ce travail est de donner une condition necessaire et suffisante pour que la fonc- 
tionnelle multiplicative de M. Mark Kac (voir [4]) 
soit uniformement bornee en x; la methode est extremement simple et utilise 
seulement l’indgrabilid de l’exponentielle d’un processus P oscillation moyenne 
bornee; c’est l’objet du 2. Le 3 donne une application immediate pour l’absence 
d’etats lies pour un operateur A + V en mecanique quantique; la condition 
trouvee ne fait aucune hypothese sur l’appartenance de V ?I des classes L” et 
elle permet de retrouver les conditions usuelles d’absence d’etats lies (Kato [5] 
et Bargman [3], par exemple) parfois avec de moins bonnes contantes de couplage. 
Le 4 donne une application t&s rapide a la theorie de Hodge sur une variCtC a 
courbure <O dont la courbure ne decroit pas trop rapidement a l’infini. Le 5 
donne un critere de convergence dans le cas oh f peut changer de signe. 
Dans [6], est demontree l’absence d’etats lies dans toute extension auto- 
adjointe de -@I + V (’ rci on ne considere que l’extension de Feynman-Kac). 
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Le second auteur est heureux de pouvoir remercier Monsieur Mark Kac pour 
les conversations qu’il a pu avoir avec lui sur les sujets abordes ici, et Cgalement 
1’UniversitC Rockefeller (New York) pour son hospitalite. 
2. ESTIM~ES NON OSCILLANTES DESFONCTIONNELLES MULTIPLICATIVES DE M. KAc 
THBOR~ME 1. Soit f mesurable positive. Les deux assertions suivantes sent 
equivalentes: 
(i) il existe B et E > 0 tels que 
(ii) il existe C > 0 tel que 
5:“~” I Gf(xl G C. 
La relation, pour que (ii) entraine (i), entre E, C et B est EC < 1 et B = (1 - l C)-l 
et ici Gf dt%ote le potential de Green abstrait de f pour le processus X, i.e. 
(Gf)W = J% (~+mf(Xsl ds).
Demonstration. Que (i) entraine (ii) est evident car f 3 0 et par la definition 
de Gf. 
Pour demontrer la reciproque, supposons d’abord f bomee superieurement; 
nous allons obtenir une majoration de l’integrale de M. Kac par une constante 
independante de la borne superieure. Le resultat general s’en deduira alors en 
appliquant l’estimation obtenue a Inf(f, ) n au lieu de f et en raisonnant par 
convergence croissante dans l’integrale. 
Supposant f bomee; cela implique que $f(Xs) ds est borne pour tout t. Nous 
utiliserons alors une variante en temps continu d’un theoreme de John-Nirenberg 
prouve en temps discret par Hem et Garsia [2]. 
LEMME 1. Soit Yt un processus stochastique, Bt sa famille de tribus associees. 
Nous supposerons que 
(a) pour t jixe, Yt est une variable aleatoire born&e, 
(b) Y,, = 0, 
(c) Yt est croissant et continu ps, 
(d) pour t > s E(Y, - Y, 1 5J < C < 1 ozi C est une co&ante (c’est la 
l’imjgalite’ d’oscillation moyenne bowsee). 
Alors on a E(exp Yt) < (1 - C)-1. 
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Admettant le lemme pour un moment, nous voyons que en posant Yt = 
E Jif(XJ ds, les hypotheses (a), (b), (c) d u 1 emme 1 sont satisfaites et que 
JW’, - Y, I g.2 = &z (jtf(&, du I gs) = E jt Ex,WLJ> ds 
s s 
< #Gf)(X,) < EC 
ce qui fournit le theoreme db que EC < 1, lorsque f est bornee. 
Dthonstration du Lemme 1. C’est une variante de celle de [2] que nous 
donnerons pour &tre complet. Comme Y, est borne E(exp YJ - 1 = I existe 
et done si Y, = 0, I = E(J: es ds). Posons s = Y, et soit la mesure dY, qui 
est 30 saris masse discrete par croissance et continuite; alors par integration 
par partie dans une integrale de Stieltjes 
I = E (Lt eYudYu ) =L.(Yt+fdY,~d(eyu$ 
1 = E(Yt) + E (lt d(eYu)(Yt - Yul). 
Maintenant comme dY, n’a pas de masse discrete, Y, est bien dans B,; on a done 
I < C + CE(eYt - 1). 
3. APPLICATIONS AUX BTATS LIBS EN MBCANIQUE QUANTIQUE 
Soit un systeme quantique dont le systeme classique sous-jacent a I’espace 
des Ctats R”. L’Cnergie cinetique est alors quantifiee selon --@I oti d est le 
laplacien usuel de R n. Le potentiel d’interaction est V fonction mesurable sur 
[w”. Les &tats propres sont les fonctions propres de -@ + V dans L2(W) et 
l’intimum du spectre de l’operateur verifie la formule de M. Kac (voir [4]) et [6]) 
Al > -i+mm (log max E (exp (-,d V(X,) ds))/t). 
Dans cette formule, (X,), est le mouvement brownien standard de W, i.e., 
le processus de diffusion qui gouverne la propagation de la chaleur de l’equation 
+A = a/as dans R”; exp( -si V(X,) ds) est la fonctionnelle multiplicative de Kac 
qu’il faut rajouter pour resoudre &I - V = a/as et le h, est la plus petite valeur 
propre correspondant a une fonction propre de l’extension de --+A + V definie 
par le semi groupe de la chaleur de la formule de Feynman-Kac: 
(ptfK4 = E, (exp (-jot %L) du) -f(W)- 
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Nous appelerons cette extension, l’extension de Feynman-Kac (voir [6] 
pour la preuve rigoureuse). Le systeme quantique a un e’tat lie’ si h, < 0. 
Par consequent si E(exp(-Ji V(X,) ds)) reste uniformement borne en t, le 
systeme n’aura pas d’etats lies. Posant V = V+ - V- la partie V+ est Cvidem- 
ment inoffensive et il suffit done que E(exp(ji V-(X,) ds)) soit borne, d’oh 
THBOF&ME 2. Si max,,nn f (V-( y)/I x - y P2) dy < (n - 2) 0,~,/2 alors 
le syst.&ne n’a pas d’kats lies (ici n > 3, unpI est l’aire euclidienne de W--l) darts 
l’extension de Feynman-Kac. 
Preuve. D’apres le theorkme 1, il suffit que max G( V-) < 1; or le potentiel 
de Green G dans [w” est (l/l x - y jn-2) . [2/(n - 2) u.,-r] (il y a un 2 a cause du 
facteur 3 devant le 0). Comparons ces resultats a d’autres existant dans la 
litterature. D’abord on a 
COROLLAIRE 1 (Bargman). Supposons V a syme’trie sphkrique et V decroissant 
(toujours dans W). Alors si 
s 
+m 
0 
V-(r)r dr < q 
le systirne n’a pas d’e’tats lies dans l’extension de Feynman-Kac. 
Preuve. Dans ce cas le maximum du potentiel de Green de V est atteint en 0, 
d’oti le resultat. Bargman obtient cette condition pour tout potentiel a symetrie 
spherique bornee. 
COROLLAIRE 2. Supposons V E Lp(R”) n L+-(W) avec p > n/2 et r < n/2. 
Alors GV- est uniformement borne’ sur Rn et done il existe E > 0 tel que EV soit 
sans &tats lit% dans l’extension de Feyman-Kac. 
Preuve. On indgre en separant sur B(x, r) et c13(x, r) 
2G V-(x) 
(n - 2) k1 
+ 11 v- IIF (J;B(T.7) 1 x 3--2)s )liS 
\ 1 
OU P 4 
-+A= I,;+;= 1, 
G II WI, (%-lYq (n -(n - qq)l/fz rn’q--(n-2) 
+ II v- Ilp (%a-1Y ((n _ qs _ n)l/s r"'S-(n-2'. 
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En minimisant la fonction de droite par rapport a Y, on obtient la constante de 
couplage autorisee E. 
Par exemple si p = co et Y = 1, n = 3, alors on obtient la condition 
3 . (477Y3 II v II;!2 II v II;;” < 1 
ce qui est a priori moins bon que la constante obtenue dans Kato [5]. 
Donnons un exemple ozi V E Ln12(W) e max GV- = +CO et air cependant rV t 
n’a pas d’ltats lit% pozlr E petit. 
11 suffit de prendre V-(Y) = (l/ra(log2 Y + l))“/*. Alors GV- n’est pas borne 
(en particulier G n’opere pas de Lni2 dans L*; peut &re opke-t-i1 dans BMO ?). 
Mais cependant EV- a un &at lie d’aprb le Theoreme 5.3. de Simon [8]; ce 
theoreme dit que si 
s 1x1 
2p-n 1 V-(x)1” dx < + co 
alors EV- n’a pas d’etats lies pour E petit. 
Donnons un exemple ozi GV- est borne’ et 03 le &t&e de Simon diverge: il sufli- 
de prendre V- regulier en 0, en l/rb a l’infini avec 2 < p < 2 + (2/n); alors 
pour n/2 < p < l/(p - 2) 1 e critere de Simon precedent diverge et cependant 
GV- est borne. 
Cm du problhe de N-corps. 
On peut traiter le probleme a N-corps A + Ci+j V(xi - xj) en regardant la 
fonction de Green sur l’espace de WN. 
COROLLAIRE 3. Si on pose y = (yI .*a yN), Vii(y) = V-(y, - yj) 
max c I Vii(Y) 
$,$I2 r((3N - 3)/2) 
ZEKP 1<3 / x - y 13-2 dy < --tf- u3N-4 r((3N - 2)/2) ’ 
alors le systhe n’a pas d’e’tats lib duns l’extension de Feynman-Kac. 
Remarques. On voit que le theoreme 2 fournit un critere qui ne recouvre 
que partiellement les criteres classiques sur le sujet. D’autres criteres sont 
obtenus dans [3] par l’estimee de Rayleigh-Ritz. 
L’avantage de la methode employee est qu’elle peut s’appliquer au cas oh 
l’energie cirktique du systeme est une forme quadratique B coefficients variables 
ce qui revient a utiliser un operateur elliptique (m&me Cventuellement dCgCnCrC) 
au lieu de A. 
FONCTIONNELLES DE KAC 421 
Par exemple, supposons que M soit une variCtC simplement connexe a courbure 
negative. Choisissons une origine x et identifions M a l’espace IT par la carte 
exponentielle. AIors l’operateur de Green de M calcule en x est < a l’operateur 
de Green de l’espace LL!” plat calcule en x (voir [l]); par suite pour ---+A + V, 
il n’y aura pas d’etats lies db que G,,, V- < 1, i.e. des que 
s 
V-(y) 
M d(x, Y>“-” 
dy < C < 1, VXEM, 
oti d(x, y) est la distance dans M, dy le volume euclidien au pointy correspondant 
de aB” de la carte exponentielle de centre x dans V. 
4. APPLICATION A LA GGOMBTRIE 
Nous donnons ici un exemple d’applications a la geometric du theoreme 1. 
Considerons une variCtC riemannienne simplement connexe IM de dimension 
n > 3, a courbure sectionnelle negative et dont le tenseur de Ricci satisfait 
-c,(~)/(l + ~~)r+~ < Ricci < 0 
oh E > 0, Y = d(x, 0) oh 0 est origme fixee et la distance est la distance rieman- 
nienne, C,(E) est une constante assez petite ne dependant que de n et de E. On peut 
d’ailleurs en fait supposer que cm(e) = 1 et se ramener au cJ<) en faisant une 
homothetie de rapport constant sur ie ds2. 
Ces varietes ont CtC recemment considerees par [9]. Nous allons donner une 
preuve tres courte du theoreme d’annulation de [9] en utilisant la methode de 
Malliavin [7] et de Vauthier [lo]. 
Notons P,C”) le semi groupe de la chaleur sur les fonctions, P,C’) celui sur les 
I-formes pour le laplacien de de Rham-Hodge q = d8 + Sd, i.e. la solution de 
&,/at + q Trt = 0, 
no = 7T. 
Notons L,p(M) l’espace des 1-formes sur M dont la longueur (riemannienne) 
est de puissance pi integrable sur M. 
THBOR~ME 4. Sous les hypothJsespr&bdentes, 4” opkre de LIP(M) dansL,p(M) 
et sa norme est uniformiment boy&e pour tout t. 
Preuve. Comme dans [7], lisons une 1-forme TT sur M comme une fonction 
fn: O(M) -+ iRn cquivariante par actions naturelles de SO@) sur O(M) et sur 
j80129/3-11 
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W (ici O(M) est le fibre des rep&es orthonormes de Cartan); la formule de 
Malliavin est 
(@fw)(yo) = -To (exp (* - Jcb RW&N ds) fT(r&N) 
oti ici, rJs> est la relevee horizontale de la diffusion XJt) riemannienne de il4, 
Ric designe l’endomorphisme defini par Rij et exp * est l’exponentielle multi- 
plicative de cet endomorphisme le long de r”(s). Si l/p + I/q = 1, on a 
II @fJ~o)ll,n G E,, (11 exp * Jot - WY&)) ds ~~)l’*Eg(lIf~(~~O)ll~)l~p~ (1) 
Prenant p = + co, q = 1, et utilisant l’equivariance de f, , on voit que 
II Pl’)r IILm G ET0 (exp lot max(--Ric(y,W) ds) II x llLm (2) 
(ici max(-Ric) designe la plus grande valeur propre du tenseur -Rji). 11 suffit 
alors d’utiliser le cridre du theoreme 1 pour majorer l’exponentielle de M. Kac 
en remarquant que, par Cquivariance, tout se passe sur le processus X,(s) sur M. 
Notant G le noyau de Green sur M, il suffit de borner uniformement sur iVl la 
quantite 
G(max(- Ric))(x,) < G(cJe)/( 1 + ~~)li-~). (3) 
Or d’aprks [I], l’operateur de Green d’une variete simplement connexe a 
courbure <O se controle ponctuellement par l’optrateur de Green de I’espace 
euclidien. De plus, la distance hyperbolique Y(X) = d(x, 0) est certainement plus 
grande que la distance euclidienne des points correspondants et done notre 
quantite (3) se majore par: 
Cn(E) J^,. 11 
du 
x0 - y Iln-yl + II y l12)1+r 
ce qui est uniformement borne relativement a x0 E W et est <I pourvu que 
C,(G) < 1, d’oh le controle uniforme de (3) et par suite celui de (2). 
Si nous prenons maintenant p < + co, il faut alors que 
qG(max(-Ric))(x,) < A < 1 WoGW 
ce que l’on arrive a obtenir en ajustant C,(E) grace a une homothetie sur ie ds. 
Ceci tient compte du ler facteur de la formule (1) et par suite 
puisque d est autoadjoint pour dv. 
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5. ESTIMJ!XS DES FONCTIONNELLES OSCILLANTES DE KAC: 
CAS D'UN POTENTIEL DE SIGNE QUELCONQUE 
On peut imaginer que l’exponentielle de Kac pour un potentiel de signe 
quelconque v converge comme integrale oscillante sans que l’exponentielle de 
Kac pour V- soit convergente. Nous donnons dans ce paragraphe, un critere 
suffisant pour qu’il en soit ainsi; alors que la condition du theoreme 1 Ctait 
necessaire t suffisantepour un potentielpositif, la condition obtenue ici n’est que 
suffisante et loin d’&tre optimale. 
Dans ce qui suit M est une variCtC differentiable de classe assez ClevCe et X, 
est la diffusion associee a un operateur semi elliptique. Pour simplifier, nous 
considererons un laplacien associee a une metrique riemannienne ds2 = 
xggij dxi dxj. L’operateur est d = CgQ(a/(M axj) - T:(a/ax”)) et en notant 
&la racine car&e de la matricegij la diffusion est solution de dXti = &(X,)db&- 
(gkz$)(X,) dt. On notera encore G le noyau de Green de l’operateur. On 
supposera le temps de vie de diffusion infini. 
T&O&ME 4. Soit f une fonction mesurable bornke sur M telle que Gf soit fini 
en tout point, borne’ sup&ieurement sur tout M. Supposons de plus que 
(1) G(llVGfll") < C < 16-l 
oli /I II2 est le carre’ de la longueur riemannienne. Alors pour tout x0 E M, sauf un 
ensemble de capacite’ nulle, 
(2) Ezo(exp(.fi? f (X.4 4) est J;ni- 
Dkmonstration. Posons g = Gf; c’est une fonction de classe de Sobolev 
HfO, et done nous pouvons calculer g(X,) par la formule de It6 [6$ On a, pour 
tout x0 sauf peut etre un ensemble de capacitt nulle: 
g(Xt) = g&J + St c+(Xs) g (X,) d@(s) + S it (49(X,) ds. 
0 0 
ce que nous pouvons reecrire grace a un changement d’horloge sur l’integrale 
stochastique: 
g(Xt) = &o> + St II WXJII d&s) + B St MWJ ds 
0 0 
(3) 
si d6 est la differentielle d’un brownien reel standard et /j Vg /I est la longueur 
riemannienne du gradient de g. Appelons Yt l’indgrale stochastique, pour t fix&, 
Y, est fonctionnelle bornee superieurement puisque Ag = f est born&e, que g 
est bornee superieurement et g(xo) est fini. Appelons Y: = max,,(,(, Y, la 
fonction maximale de Yt; alors pour t fix& Yf est aussi born&e. On a alors le 
lemme suivant abstrait. 
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LEMME 2. Supposons que Yt soit un processus stochastique continu, Bt une 
famille de tribus adaptLes ci ce processus et supposons que l’oscillation moyenne de Y, 
soit born&e par 3; alors l’oscillation moyenne de YF est bornke par 8B. 
Ce lemme 2 se dCmontre comme son analogue CnoncC dans [2] pour des 
processus B temps discret. 
Dans notre case, on a pour t > s par Cauchy-Schwarz et des calculs Cvidents 
des 2nd moments 
-CJl Yt - Y, I I 98,) = E, (j jt II WXdll&4l j gs) 
s 
(4) 
G E, (j-’ II VcdXJl” du 1%) G WI/ Vg l12)(Xs) 
s 
par la propriCt6 de Markov. 
Les applications successives de (3), (4), (I), du Lemme 2 et du Lemme t 
donnent la conclusion du ThCor6me. 
Remarques. (1) On n’obtient pas une majoration uniforme sur toute la 
variCtC. Elle est obtenue si Gf est uniformkment born& Dans le cas, l’ensemble 
de capacit6 nulle est vide. 
(2) La partie “oscillante” de la dhmonstration est contenue dans l’estimCe 
L2 de (4) de 1’intCgrale stochastique. Si on essaie d’appliquer le Lemme 2 au 
processus Yt = si f (X,) d s on est alors conduit & une estimCe portant sur 
1 f 1 ce qui est done plus faible. 
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